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EXISTENCE DE FILTRATIONS
ADMISSIBLES SUR DES ISOCRISTAUX
J.-M. Fontaine
1
et M. Rapoport
2
0 – Enonce´ des re´sultats
Soit F une extension finie de Qp. Soit k un corps parfait de caracte´ristique p
contenant le corps re´siduel kF de F . Notons W (k) (resp. W (kF )) l’anneau des
vecteurs de Witt a` coefficients dans k (resp. kF ) et posons L = F ⊗W (kF ) W (k).
C’est un corps, extension finie totalement ramifie´e du corps des fractions de W (k).
Soient q le cardinal de kF , σ0 l’automorphisme deW (k) induit par fonctorialite´ par
l’automorphisme x 7→ xq sur k et σ l’automorphisme id ⊗ σ0 de L. Un isocristal
(relativement a` (F, k)) est un espace vectoriel D de dimension finie sur L, muni
d’un endomorphisme ϕ bijectif et σ-line´aire. Soit (Qd)+ = {(ν1, ν2, . . . , νd) ∈ Q
d |
ν1 ≥ ν2 ≥ . . . ≥ νd}. A un isocristal (D,ϕ) de dimension d on associe son vecteur
de Newton (= la suite des pentes en ordre de´croissant), ν(D,ϕ) ∈ (Qd)+. Soit
(Zd)+ = (Q
d)+ ∩ Z
d. Soit µ = (µ1, . . . , µd) ∈ (Z
d)+. Soit F
• une filtration de D
par des sous-L-espaces vectoriels, de´croissante, exhaustive et se´pare´e, indexe´e par
Z ; on dit que F• est de type µ si
(0.1) dim grF
•
i (D) = #{j; µj = i} .
Autrement dit, les sauts de la filtration F• sont les µj (j = 1, . . . , d) et la taille du
saut en µj est donne´e par la multiplicite´ de µj dans µ. Toute filtration F
• a un
type µ(F•) ∈ (Zd)+ bien de´termine´.
Une filtration F• de l’isocristal (D,ϕ) de dimension d est dite admissible si les
deux conditions suivantes sont satisfaites :
(i) on a
|µ(F•)| = |ν(D,ϕ)|
(on a note´ ici |ν| =
∑d
i=1 νi pour ν = (ν1, . . . , νd) ∈ Q
d) ;
(ii) soit (D′, ϕ′) un sous-isocristal de (D,ϕ) et soit F ′• la filtration induite par
F• sur D′ ; on a
|µ(F ′•)| ≤ |ν(D′, ϕ′)| .
Remarques : 1) Pour tout λ = (λ1, λ2, . . . , λd) ∈ (Q
d)+, notons P (λ) le polygone
associe´ a` λ, i.e. le polygone convexe (autrement dit, a` pentes croissantes) du
1Institut Universitaire de France et UMR 8628 du CNRS, Mathe´matique, Universite´ de Paris-Sud,
Baˆtiment 425, 91405 Orsay Cedex, France
2Mathematisches Institut der Universita¨t zu Ko¨ln, Weyertal 86-90, D–50931 Ko¨ln, Deutschland
Typeset by AMS-TEX
1
plan re´el d’origine (0, 0) dont les pentes sont les λj , la longueur de la projection
du segment de pente λj sur l’axe des x e´tant e´gale a` la multiplicite´ de λj dans
λ. Le nombre rationnel |ν(D,ϕ)|, note´ tN (D) dans [F], est toujours un entier ;
les points de coordonne´es (0, 0) et (d, |ν(D,ϕ)|) sont les extre´mite´s du polygone
P (ν(D,ϕ)) (parfois appele´ polygone de Newton de l’isocristal (D,ϕ)). De meˆme,
|µ(F•)| est note´ tH(F
•) dans [F] ; les points de coordonne´es (0, 0) et (d, |µ(F•)|)
sont les extre´mite´s du polygone P (µ(F•)) (parfois appele´ polygone de Hodge de la
filtration).
2) Dans le cas ou` F = Qp, dire qu’une filtration est admissible signifie qu’elle est
faiblement admissible au sens de [F]. Le re´sultat principal de [CF] signifie qu’elle
est alors e´galement admissible au sens de [F]. Si L¯ de´signe une cloˆture alge´brique
de L, on dispose donc (loc.cit.) d’une e´quivalence naturelle entre la cate´gorie des
isocristaux (relativement a` (Qp, k)) munis d’une filtration admissible, et la cate´gorie
des repre´sentations p-adiques cristallines de Gal(L¯/L).
3) Ce re´sultat s’e´tend au cas ou` F est une extension finie arbitraire de Qp.
Soit Cp le comple´te´ de L¯ pour la topologie p-adique. Appelons F -repre´sentation de
Gal(L¯/L) la donne´e d’un F -espace vectoriel de dimension finie V muni d’une action
line´aire et continue de Gal(L¯/L). Pour une telle repre´sentation, notons VCp,F le
noyau de l’application Cp-line´aire naturelle de Cp⊗Qp V dans Cp⊗F V . On dispose
alors d’une e´quivalence naturelle entre la cate´gorie des isocristaux (relativement a`
(F, k)) munis d’une filtration admissible et la sous-cate´gorie pleine de la cate´gorie
des F -repre´sentations de Gal(L¯/L) dont les objets sont les V qui sont cristallines
en tant que repre´sentations p-adiques et ve´rifient la condition
(∗) le Cp-espace vectoriel VCp,F est engendre´ par les e´le´ments fixes par Gal(L¯/L) .
Lorsque V provient d’un groupe formel Φ, cette dernie`re condition signifie que
Φ est un OF -module formel (cf. par exemple, [De]). Par exemple, soit π une
uniformisante de F et soit (D,ϕ) = (L, πσ) ; la seule filtration admissible est
celle pour laquelle grF
•
1 (D) 6= 0. La F -repre´sentation de Gal(L¯/L) associe´e est de
dimension 1 et c’est la duale de la restriction a` Gal(L¯/L) de celle que fournit un
groupe formel de Lubin-Tate pour F correspondant a` π. Soit η : Gal(L¯/L)→ F× le
caracte`re qui de´finit l’action du groupe de Galois. Si τ est un Qp-automorphisme
non trivial de F , la F -repre´sentation de dimension 1 de´finie par τη est encore
cristalline mais elle ne ve´rifie pas (∗).
Les remarques (2) et (3) ne seront pas utilise´es dans la suite.
Sur (Qd)+, on dispose de l’ordre partiel pour lequel λ ≤ λ
′ si λ1 + λ2 . . .+ λr ≤
λ′1 + λ
′
2 . . . + λ
′
r, pour r = 1, 2, . . . , d − 1 et λ1 + λ2 . . . + λd = λ
′
1 + λ
′
2 . . . + λ
′
d.
Dire que λ ≤ λ′ e´quivaut a` dire que P (λ) est au-dessus de P (λ′) et que ces deux
polygones ont meˆmes extre´mite´s.
The´ore`me 1. Supposons k alge´briquement clos. Soit (D,ϕ) un isocristal de di-
mension d. Soit µ ∈ (Zd)+. Pour qu’il existe une filtration faiblement admissible
de type µ sur D il faut et il suffit que µ ≥ ν(D,ϕ). 
Soit OL l’anneau des entiers de L, et soit π ∈ OF une uniformisante qui est
donc aussi une uniformisante de l’anneau de valuation discre`te OL. Soit (D,ϕ) un
isocristal de dimension d. Un OL-re´seau M de D est dit de type µ ∈ (Z
d)+ s’il
existe une base e1, . . . , ed de M tel que π
µ1e1, . . . , π
µded soit une base de ϕ(M).
Tout OL-re´seau M a un type bien de´termine´ que l’on note µ(M).
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The´ore`me 2. Supposons k alge´briquement clos. Soit (D,ϕ) un isocristal de di-
mension d. Soit µ ∈ (Zd)+. Alors il existe un OL-re´seau de type µ dans D si et
seulement si µ ≥ ν(D,ϕ). 
D’apre`s [F], Prop. 4.3.3, la condition d’admissibilite´ e´quivaut a` demander que
P (µ(F•)) et P (ν(D,ϕ)) ont meˆmes extre´mite´s et que, pour tout sous-isocristal
(D′, ϕ′) de (D,ϕ), si F ′• est la filtration induite par F•, alors P (µ(F ′•)) est en
dessous de P (ν(D′, ϕ′)). L’implication directe du the´ore`me 1 en re´sulte.
L’implication directe du the´ore`me 2 est l’ine´galite´ de Mazur ([Ka], Th. 1.4.1).
Le contenu de ces deux the´ore`mes est donc la re´ciproque a` ces ine´galite´s. Le lien
entre eux est donne´ par un re´sultat de Laffaille [L], comme on va le voir au §1.
Le the´ore`me 2 est aussi obtenu, avec une preuve diffe´rente, dans [KR]. En fait,
on a une version de l’ine´galite´ de Mazur pour un groupe re´ductif quasi-de´ploye´
dans F et de´ploye´ dans une extension non ramifie´e de F [RR]. On peut conjecturer
que la re´ciproque a` cette ine´galite´ est vraie, dans ce contexte (existence de certains
sous-groupes parahoriques hyperspe´ciaux), et on peut la de´montrer dans certains
cas ([R], [KR]). En ce qui concerne la ge´ne´ralisation du the´ore`me 1 dans cette
direction, on a le re´sultat suivant :
Soit G un groupe re´ductif connexe quasi-de´ploye´ sur F . Soit A un tore de´ploye´
maximal. Soit T le tore maximal contenant A. Fixons un sous-groupe de Borel B
contenant T . Soit C¯ la chambre de Weyl ferme´e dans X∗(T )⊗R correspondante.
Si F¯ est une cloˆture alge´brique de F , le groupe Γ = Gal(F¯ /F ) agit sur C¯. Soit
A = X∗(A)⊗Q et A+ = A ∩ C¯ = C¯
Γ ∩ (X∗(T )⊗Q).
Soient L′ une extension finie de L et µ : Gm → G un morphisme de´fini sur L
′.
On note µ0 l’unique conjugue´ de µ qui appartient a` C¯ ∩X∗(T ). On pose
(0.2) µ¯ =
1
(Γ : Γµ0)
·
∑
τ∈Γ/Γµ0
τµ0 ∈ A+ .
C’est un e´le´ment de A+ qui ne de´pend que de la classe de conjugaison {µ} de µ.
Soit b ∈ G(L). On note ν¯b ∈ A+ son point de Newton ([K3], introduction et §3.2).
Rappelons comment on peut le de´finir : Soit D le groupe diagonalisable sur F de
groupe des caracte`res Q. On a Hom(D, T ) = A. A toute repre´sentation rationnelle
(V, ̺) de G est associe´e un isocristal (D,ϕ), avec D = V ⊗F L et ϕ = ̺(b)·(idV ⊗σ).
La de´composition par les pentes
D = ⊕α∈QDα
peut eˆtre conside´re´e comme un morphisme ν̺ : D→ GL(V ) de´fini sur L. Il existe
un unique morphisme νb : D → G tel que ν̺ = ̺ ◦ νb pour tout ρ. Alors ν¯b est
l’unique conjugue´ de νb sous l’action de G(L) qui est dans A+. Il ne de´pend que
de la classe de σ-conjugaison de b [K3].
On a par ailleurs sur A+ l’ordre partiel usuel, pour lequel λ ≤ λ
′ si et seulement
si λ′ − λ est combinaison line´aire a` coefficients ≥ 0 des coracines simples relatives
a` C¯.
Une paire (b, µ) forme´e d’un e´le´ment b ∈ G(L) et d’un homomorphisme µ :
Gm → G de´fini sur une extension finie L
′ de L est dite admissible (appele´e faible-
ment admissible dans [RZ], de´f. 1.18) si, pour toute repre´sentation rationnelle (V, ̺)
de G, l’isocristal associe´ (D,ϕ), muni de la filtration F• sur D ⊗L L
′ induite par
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̺ ◦ µ, est admissible. Il suffit pour ve´rifier cette proprie´te´ de la tester sur une
repre´sentation fide`le.
The´ore`me 3. Supposons k alge´briquement clos. Soit G un groupe re´ductif connexe
quasi-de´ploye´ sur F . Soient b ∈ G(L), L′ une extension finie de L et µ : Gm → G
un morphisme de´fini sur L′. Pour qu’il existe µ′ ∈ {µ} de´fini sur L′ et tel que la
paire (b, µ′) soit admissible il faut et il suffit que µ¯ ≥ ν¯b. 
Explicitons ce the´ore`me dans le cas ou` G = T est un tore. Dans ce cas {µ}
correspond a` un seul e´le´ment µ ∈ X∗(T ) et µ¯ est la moyenne sur l’orbite Γ ·µ. Dans
ce cas l’ordre partiel est trivial et l’e´nonce´ signifie que
(0.3) (b, µ) est admissible ⇐⇒ µ¯ = ν¯b .
Ceci est exactement l’e´quivalence entre (i) et (iii) de la proposition 1.21 de [RZ].
Le the´ore`me 3 est donc a` la fois une ge´ne´ralisation de cette proposition, qui est le
cas d’un tore, et du the´ore`me 1, qui est le cas de GLd.
Remarque : Dans le the´ore`me 3, soit E ⊂ L′ le corps de de´finition de la classe
de conjugaison {µ} de µ. Alors E est une extension finie de F et L′ contient EL.
Inverse´ment, e´tant donne´es une classe de conjugaison {µ} de´finie sur E et une
extension L′ de EL, il existe µ ∈ {µ} de´fini sur L′, cf. [K1], 1.4.3.
Nous remercions G. Laumon pour des discussions utiles.
Durant la pre´paration de ce travail le deuxie`me auteur a be´ne´ficie´ du soutien
financier du Ministe`re de la Recherche et de la Fondation A. von Humboldt (prix
Gay-Lussac / Humboldt), et aussi de l’hospitalite´ des Universite´s de Paris (Jussieu
et Orsay).
1 – De´monstrations des the´ore`mes 1 et 2
Comme on l’a dit dans l’introduction, il s’agit seulement de ve´rifier les implications
re´ciproques. On fixe l’isocristal (D,ϕ) de dimension d.
Soit s ∈ N tel que s · ν(D,ϕ) ∈ Zd. Soit F ′ = Fs l’extension de degre´ s de F
contenue dans L. Pour tout nombre rationnel α tel que sα ∈ Z, soit
(1.1) Vα = {v ∈ D; ϕ
s(v) = πsαv} .
Soit V = ΣVα. Alors on sait que V est somme directe des Vα et que l’application
naturelle V ⊗F ′ L→ D est un isomorphisme. En plus, tout sous-isocristal (D
′, ϕ′)
de (D,ϕ) est rationnel sur F ′, i.e., il existe un unique sous-F ′-espace vectoriel V ′
de V tel que D′ = V ′ ⊗F ′ L.
On fixe µ ∈ (Zd)+. Les filtrations F
• de type µ sur V ⊗F ′ K, pour K extension
de F ′ variable, forment l’ensemble des K-points d’une varie´te´ alge´brique projective
F = F(V, µ) sur F ′. En fait, F est une varie´te´ de drapeaux partiels de V et est de
la forme
(1.2) F = G/P ,
ou` G = GL(V ) et ou` P est un sous-groupe parabolique de G.
Un point x ∈ F(L) sera dit Weil-ge´ne´rique relativement a` F ′ si le point image
du compose´
Spec L
x
−→ F ×Spec F ′ Spec L −→ F
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est le point ge´ne´rique de F .
Lemme 1.1. (i) Il existe toujours des points x ∈ F(L) Weil-ge´ne´riques relative-
ment a` F ′.
(ii) Un tel point n’est contenu dans aucune sous-varie´te´ propre de F de´finie sur F ′.
De´monstration. (i) Par le lemme de Bruhat, on sait que le corps des fonctions
K de F est une extension transcendante pure de F ′. Comme L est de degre´ de
transcendance infinie sur F ′, K peut eˆtre plonge´ dans L.
(ii) C’est e´vident. 
Lemme 1.2. Soit F• une filtration de D de type µ correspondant a` un point Weil-
ge´ne´rique relativement a` F ′ de F(L). Soit (D′, ϕ′) un sous-isocristal de (D,ϕ).
Alors le type de la filtration F ′• induite par F• sur D′ est donne´ par
µ(F ′•) = (µd−d′+1, . . . , µd−1, µd) , ou` d
′ = dim D′ .
De´monstration. La filtration F• est transverse a` D′, puisque les filtrations qui
ne le sont pas forment une sous-varie´te´ propre de F de´finie sur F ′ (le comple´ment
de l’unique orbite ouverte du parabolique standard de type (d′, d − d′) sur G/P ).
On a donc
(1.3) dim(F i ∩D′) = max(0,dim F i − (d− d′)), ∀i ∈ Z
et ceci implique l’assertion. 
De´monstration du the´ore`me 1. Soient donc µ ≥ ν(D,ϕ) et F• une filtration de
D correspondant a` un point Weil-ge´ne´rique relativement a` F ′. Montrons que F• est
admissible. La condition (i) de l’admissibilite´ |µ(F•)| = |ν(D,ϕ)| (cf. introduction)
re´sulte de la de´finition meˆme de l’ordre partiel sur (Qd)+. Soit (D
′, ϕ′) un sous-
isocristal de (D,ϕ) de dimension d′. Alors (D′, ϕ′) est un facteur direct de (D,ϕ)
et son vecteur des pentes est de la forme
(1.4) ν(D′, ϕ′) = (νj1 , . . . , νjd′ ) pour 1 ≤ j1 < j2 < . . . < jd′ ≤ d .
D’apre`s le lemme 1.2, la filtration F ′• sur D′ induite par F• est de type µ(F ′•) =
(µd−d′+1, . . . , µd). L’ine´galite´ dans (ii) de la de´finition de l’admissibilite´ re´sulte
alors de
(1.5)
d′∑
i=1
µd−d′+i ≤
d′∑
i=1
νd−d′+i ≤
d′∑
i=1
νji . 
Le the´ore`me 2 re´sulte alors de la proposition suivante (pour laquelle il n’est pas
ne´cessaire de supposer k alge´briquement clos) :
Proposition 1.3. Soient (D,ϕ) un isocristal de dimension d et µ ∈ (Zd)+. Les
assertions suivantes sont e´quivalentes :
i) Il existe une filtration admissible F• de type µ sur D,
ii) il existe un OL-re´seau de type µ.
De´monstration. C’est une conse´quence du re´sultat de Laffaille [L] : Soit (D,ϕ)
un isocristal et soit F• une filtration de D. Rappelons [L] qu’un OL-re´seau M dans
5
D est dit adapte´ a` la filtration F• (ou, dans une autre terminologie [FL], que le
re´seau M , muni de sa filtration F• ∩M , est fortement divisible), si l’on a
(1.6) M = ϕ(
∑
i
π−i(F i ∩M)) .
D’apre`s le the´ore`me 3.2 de [L]3, la filtration F• est faiblement admissible si et
seulement s’il existe un re´seau M adapte´ a` F•. La proposition re´sulte alors du
lemme suivant :
Lemme 1.4. Soit (D,ϕ) un isocristal de dimension d et soit F• une filtration de
type µ(F•) sur D. Soit M un re´seau adapte´e a` F•. Alors
µ(M) = µ(F•) .
De´monstration. Soit u1, u2, . . . , ud une base deM sur OL adapte´e a` la filtration,
i.e. telle que, si, pour 1 ≤ r ≤ d, µr de´signe le plus grand des entiers i ve´rifiant
ur ∈ F
i ∩M , alors
F i ∩M = ⊕µr≥iOLur .
Quitte a` changer l’ordre des ur, on peut supposer que µ1 ≥ µ2 ≥ . . . ≥ µd et on a
alors µ(F•) = (µ1, µ2, . . . , µd).
Si l’on pose er = π
−µrϕ(ur), on voit que e1, e2, . . . , ed est une base de M sur
OL tandis que π
µ1e1, π
µ2e2, . . . , π
µded est une base de ϕ(M). On a donc µ(M) =
(µ1, µ2, . . . , µd). 
Remarque : Les e´nonce´s des the´ore`mes 1 et 2 ne s’e´tendent pas au cas ou` le corps k
n’est plus alge´briquement clos. Un exemple est donne´ par L = F , (D,ϕ) = (L2, id),
µ = (r,−r) ou` r est un entier ≥ 1. Alors µ ≥ (0, 0) = ν(D,ϕ), mais il n’existe pas
de filtration admissible de type µ.
2 – De´monstration du the´ore`me 3
Soient G quasi-de´ploye´ sur F , L′ une extension finie de L et µ : Gm → G un
morphisme de´fini sur L′. Avec les notations de l’introduction, a` µ correspondent
des e´le´ments µ0 ∈ C¯ et µ¯ ∈ A+ qui ne de´pendent que de la classe de conjugaison
{µ} de µ.
Soit (V, ̺) une re´pre´sentation rationnelle de G, ou` V est un espace vectoriel de
dimension d sur F . Alors on associe a` {µ} une classe de conjugaison {̺ ◦ µ} de
morphismes de Gm dans GL(V ) a` laquelle correspond un e´le´ment bien defini ̺(µ0)
de (Zd)+. De meˆme, µ¯ et par ailleurs n’importe quel e´le´ment ν¯ ∈ A+ de´finissent
des e´le´ments ̺(µ¯) et ̺(ν¯) de (Qd)+.
Lemme 2.1. Soit ν¯ ∈ A+. Les conditions suivantes sont e´quivalentes:
(i) µ¯ ≤ ν¯ (dans l’ordre partiel sur A+)
(ii) ̺(µ¯) ≤ ̺(ν¯) pour toute repre´sentation rationnelle (V, ̺) de G
(ii’) ̺(µ0) ≤ ̺(ν¯) pour toute repre´sentation rationnelle (V, ̺) de G
(iii) comme en (ii), pour une repre´sentation fide`le (V, ̺) de G
3Stricto sensu, ce re´sultat n’est e´nonce´ dans [L] que lorsque F = Qp et la filtration est positive.
Par une torsion a` la Tate, on se rame`ne au cas d’une filtration positive. La preuve de Laffaille
s’e´tend alors telle quelle au cas conside´re´ ici : il suffit de remplacer p par pi.
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(iii’) comme en (ii’), pour une repre´sentation fide`le (V, ̺) de G
De´monstration. On remarque que la classe de conjugaison {̺ ◦ µ} est de´finie sur
F , de sorte que ̺(µ0) = ̺(µ¯). Ceci e´tant, l’assertion re´sulte de [RR], §2. 
Ce lemme entraˆıne de´ja l’implication directe dans le the´ore`me 3, comme conse´-
quence de l’implication directe dans le the´ore`me 1.
Un cocaracte`re f : Gm → G de´finit, sur chaque repre´sentation line´aire V de
G, une graduation V = ⊕n∈ZVn donc aussi une filtration de´croissante en posant
FilrV = ⊕n≥rVn. Deux cocaracte`res de G sont dit par-e´quivalents s’ils de´finissent
les meˆmes filtrations sur les repre´sentations line´aires de V . Les classes d’e´quivalence
dans la classe de conjugaison {µ} de µ forment une varie´te´ projective F = F(G, {µ})
de´finie sur L′. On peut e´crire
(2.1) F(G, {µ}) = GL′/Pµ ,
ou` Pµ est un sous-groupe parabolique de´fini sur L
′.
Soit b ∈ G(L). Pour de´montrer le the´ore`me 3 on peut remplacer b ∈ G(L) par
un e´le´ment σ-conjugue´ b′ = gbσ(g)−1, pour g ∈ G(L), car(b, µ) est admissible si
et seulement si (gbσ(g)−1, gµg−1) l’est. D’apre`s Kottwitz ([K2], §4) on peut donc
supposer que b ve´rifie une identite´ de de´cence ([RZ], p. 8), c’est-a`-dire qu’il existe
un entier s > 0 tel que
(bσ)s = (s · νb)(π)σ
s
ou` νb : D → G a e´te´ de´fini avant l’e´nonce´ du the´ore`me 3 et s de´signe l’endomor-
phisme de D induit par la multiplication par s sur Q.
A x ∈ F(L′) on associe son co-caracte`re canonique de Harder-Narasimhan
(2.2) λx : D −→ G
qui est bien de´fini (sur L′) a` par-e´quivalence pre`s. Il est caracte´rise´ par le fait que
pour toute repre´sentation rationnelle (V, ̺) de G la Q-filtration sur V ⊗F L induite
par ̺ ◦ λx est la filtration canonique (indexe´e par les HN -pentes) de l’isocristal
filtre´ (V ⊗F L, ̺(b) · (id ⊗ σ),F
•
̺(x)), (cf. par exemple, [RZ], Prop. 1.4). Soit F
′
l’unique extension de degre´ s de F contenue dans L. On sait ([RZ], Prop. 1.36),
que λx est de´fini sur F
′.
Soit Gab = G/Gder le tore quotient maximal de G. L’isomorphisme
(2.3) F(G, {µ})
∼
−→ F(Gad, {µad})×F(Gab, {µab})
induit une bijection entre points (faiblement) admissibles,
(2.4) F(G, {µ})(L′)adm
∼
−→ F(Gad, {µad})(L
′)adm ×F(Gab, {µab})(L
′)adm .
Pour de´montrer le the´ore`me 3, on peut donc supposer que G est semi-simple,
puisque le cas d’un tore est de´ja regle´ par [RZ], Prop. 1.21, comme on l’a explique´
dans l’introduction.
Soit donc G semi-simple et soit E′ une extension finie de F ′ contenue dans L′
sur laquelle la classe de conjugaison de µ est de´finie. Soit x ∈ F(L′) Weil-ge´ne´rique
relativement a` E′. De tels points existent d’apre`s le lemme 1.1 (lemme de Bruhat
pour G). Montrons que, sous l’hypothe`se µ¯ ≥ ν¯b, x est faiblement admissible. Il
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suffit de voir que le cocaracte`re λx associe´ a` x est trivial. Raisonnons par l’absurde
et supposons que le parabolique Px = Pλx soit propre. Ce parabolique est de´fini
sur F ′.
Lemme 2.2. Soient G un groupe quasi-de´ploye´ sur F et B un sous-groupe de Borel
de´fini sur F . Soit P un sous-groupe parabolique propre de´fini sur F ′.
(i) Il existe une repre´sentation rationnelle irre´ductible (V, ̺) de G et une droite
ℓ ⊂ V ⊗F F
′, telles que P = StabG(ℓ).
(ii) Pour une telle repre´sentation soit W• = ((0) ⊂ W1 ⊂ W2 ⊂ . . . ⊂ Wd = V )
un drapeau complet de V stable par ̺(B). Alors il existe g ∈ G(F ′) tel que ℓ soit
transverse a` ̺(g) ·W•, i.e., tel que ℓ 6⊂ ̺(g)Wd−1.
De´monstration. (i) On peut e´videmment supposer que P est standard, i.e., con-
tient B ⊗F F
′. Soit C¯∗ ⊂ X∗(T ) ⊗ R la chambre de Weyl ferme´e dans l’espace
des caracte`res correspondant a` B. Alors P correspond a` une facette de C¯∗. Soit
λ ∈ X∗(T ) a` l’inte´rieur de cette facette, et soit Vλ la repre´sentation irre´ductible
de plus haut poids λ. Alors Vλ est un espace vectoriel sur F
′ sur lequel agit GF ′ .
Soit Fλ = F
Γλ . Alors Vλ est de´fini sur Fλ, i.e. est de la forme Vλ = V
0
λ ⊗Fλ F
′ et
V 0λ est irre´ductible comme repre´sentation de GFλ . Le F - espace vectoriel cherche´
V est e´gale a` V 0λ et est muni de la repre´sentation rationnelle ̺ de G de´finie par la
composition des homomorphismes canoniques,
(2.5) G→ RFλ/F (GFλ)→ RFλ/F (GLFλ(V
0
λ )) = GLF (V ),
(cf. [T], th. 7.2). Alors (V, ̺) re´pond a` la question en prenant pour ℓ la droite
engendre´ par un vector de poids λ dans Vλ.
(ii) Le sous-espace de V ⊗F F
′ engendre´ par {̺(g)x; g ∈ G(F ′), x ∈ ℓ} est
une repre´sentation irre´ductible de GF ′ . Le plus petit sous-espace de´fini sur F et le
contenant est une repre´sentation de G. Son espace ne peut donc pas eˆtre contenu
dans Wd−1. 
Appliquons ce lemme au parabolique Pλx . On conside`re l’isocristal (D,ϕ) =
(V ⊗F L, ̺(b) · (id⊗σ)), muni de sa filtration F
•
̺(x) sur D⊗LL
′. Soit D′ = ℓ⊗F ′ L.
Alors D′ est un cran dans la filtration de Harder-Narasimhan de D, car il est stable
par le parabolique de Harder-Narasimhan P̺◦λx de GL(V )L. Le type µ(F
′•) ∈ Z
de la filtration induite par F•̺(x) surD
′⊗LL
′ et la pente ν(D′, ϕ′) ∈ Q de l’isocristal
(D′, ϕ′) = (D′, ϕ|D′) ve´rifient donc
(2.6) µ(F ′•) > ν(D′, ϕ′) .
Le lemme 2.2 implique que les points y ∈ F(L′) tels que la filtration F•̺(y) de
D⊗LL
′ ne soit pas transverse a` D′⊗LL
′ forment une sous-varie´te´ ferme´ propre de
F de´fini sur E′. Comme x est Weil-ge´ne´rique relativement a` E′, il ne peut pas eˆtre
contenu dans cette sous-varie´te´. Soit F•̺(x) de type (µ1, . . . , µd) ∈ (Z
d)+. Comme
dans le lemme 1.2, la transversalite´ implique que
(2.7) µ(F ′•) = µd .
Soit ν(D,ϕ) = (ν1, . . . , νd) ∈ (Q
d)+. Alors ν(D
′, ϕ′) = νj , pour un j avec 1 ≤ j ≤
d. Comme µ¯ ≥ ν¯b¯, le lemme 2.1 nous montre que (µ1, . . . , µd) ≥ (ν1, . . . , νd), ce
qui nous donne
(2.8) µ(F ′•) = µd ≤ νd ≤ νj = ν(D
′, ϕ′) ,
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contredisant (2.6). 
3 – Remarques supple´mentaires
Supposons k alge´briquement clos.
a) D’apre`s la proposition 1.3, dans le cas de GLd, les deux the´ore`mes d’existence
sont e´quivalents. Il faut pourtant souligner que dans le contexte d’un groupe
re´ductif G, quasi-de´ploye´ sur F et de´ploye´ sur une extension non ramifie´e de de F ,
l’existence d’un sommet hyper-spe´cial d’un type µ implique, outre l’ine´galite´ µ¯ ≥ ν¯b
qui apparaˆıt dans le the´ore`me 3, l’identite´
(3.1) µ♮ = κ(b)
dans π1(G)Γ (cf. [RR], §4) . On voit donc qu’a priori, dans le cas ge´ne´ral, la question
d’existence de re´seaux est plus subtile que la question d’existence de filtrations. Le
cas de GLd est exceptionnel car alors (3.1) re´sulte de l’ine´galite´ µ¯ ≥ ν¯b. Le lien entre
le the´ore`me 1 et le the´ore`me 2 se fait via le the´ore`me de Laffaille sur l’existence de
re´seaux fortement divisibles et on peut se demander s’il existe une notion analogue
en the´orie de groupes.
b) La construction de Laffaille d’un re´seau adapte´ a` une filtration admissible four-
nit a` partir d’un re´seau M arbitraire un unique re´seau adapte´ maximal Mmax
contenu dans M , et aussi un unique re´seau adapte´ minimal Mmin contenant M .
Malheureusement, cette construction n’est pas compatible aux operations d’alge`bre
line´aire usuelles (produit tensoriel: (M1⊗M2)
max 6=Mmax1 ⊗M
max
2 , (M1⊗M2)
min 6=
Mmin1 ⊗M
min
2 , passage au dual: on a (M
∗)max = (Mmin)∗ et non (Mmax)∗). Ceci,
tout comme la remarque pre´ce´dente, semble montrer qu’il n’est pas possible de
de´duire du the´ore`me 2 et du the´ore`me 3 pour le groupe symplectique l’existence
de re´seaux autoduaux d’un type donne´ dans un isocristal symplectique (un tel
the´ore`me d’existence est pourtant de´montre´, par d’autres me´thodes, dans [KR]).
c) Nous ignorons ce qui se passe si l’on abandonne l’hypothe`se µ¯ ≥ ν¯b. Explicitons
dans le cas de GLd. Soit (D,ϕ) un isocristal de dimension d. Soit µ ∈ (Z
d)+ avec
|µ| = |ν(D,ϕ)|, et soit F la varie´te´ des filtrations de type µ sur D. Soit x ∈ F(L)
et soit λx : D → GL(D) le HN -cocaracte`re associe´ (bien de´fini a` par-e´quivalence
pre`s). Alors λx de´finit un e´le´ment bien de´termine´ λ(x) ∈ (Q
d)+ avec |λ(x)| = 0.
On obtient ainsi une de´composition disjointe
(3.2) F(L) =
•⋃
λ∈(Qd)+,
|λ|=0
F(L)λ ,
ou`
F(L)λ = {x ∈ F(L); λ(x) = λ} .
Si µ ≥ ν(D,ϕ), le the´ore`me 1 montre que l’unique e´le´ment minimal λ = 0 de
l’ensemble d’indices donne une contribution non-vide a` (3.2). Meˆme dans le cas
µ ≥ ν(D,ϕ) nous n’avons pas de´termine´ l’ensemble des indices dans (3.2) avec une
contribution non-vide. Si µ 6≥ ν(D,ϕ) nous ignorons meˆme les indices minimaux
parmi ceux avec une contribution non-vide a` (3.2).
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d) Rappelons que Cp de´signe le comple´te´ d’une cloˆture alge´brique de L. Soient
G, b, L′, µ comme dans l’e´nonce´ du the´ore`me 3. Alors on sait [RZ], Prop. 1.36 que
les points admissibles par rapport a` b dans F(G, {µ})(Cp) forment un espace rigide-
analytique sur L′, ouvert admissible de F(G, {µ}), que nous noterons F(G, {µ})adm.
On peut alors reformuler ainsi le the´ore`me 3 :
The´ore`me 3’. On suppose k alge´briquement clos. Soit G, b, L′, µ comme dans le
the´ore`me 3. Les conditions suivantes sont e´quivalentes:
(i) F(G, {µ})adm 6= ∅
(ii) F(G, {µ})adm(L′) 6= ∅
(iii) µ¯ ≥ ν¯b.
En effet, (i) ⇒ (iii) se de´montre comme dans le §2 par re´duction a` l’ine´galite´ [F]
4.3.3 pour le cas de GLd. L’implication (iii)⇒ (ii) est le the´ore`me 3 et l’implication
(ii) ⇒ (i) est triviale. 
e) Soit (D,ϕ,N) un (ϕ,N)-module sur L (cf. par exemple, [CF]), c’est-a`-dire un
isocristal muni d’une application L-line´aire N : D → D telle que Nϕ = qϕN (ou`
q, rappelons-le, est le nombre d’e´le´ments du corps re´siduel de F ). On a encore une
notion de filtration admissible dans ce cadre et le the´ore`me 1 s’e´tend : cela re´sulte
de ce que toute filtration admissible sur l’isocristal sous-jacent (obtenu en oubliant
l’action de N) est a fortiori admissible sur le (ϕ,N)-module.
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